Facherverbindendes
Projekt in der
Einfitihrungsphase

Auf den Spuren von Dirk Nowitzki - gibt

es einen optimalen Basketballwurf?
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1 Zielsetzung und Ablauf des Projektes

Kompetenzerweiterung im Modellieren

Wenn im Mathematikunterricht Situationen aus dem Sport analysiert werden, sollten daraus Erkenntnisse gewonnen wer-
den, die fiir den aktiven Sportler oder den Zuschauer von praktischer Bedeutung sind. In diesem Projekt gehen die Schii-
lerinnen und Schiller der Frage nach, wie man den Basketball werfen muss, damit er den Korb trifft.

Indem die Schulerinnen und Schuler sich in der Verknlpfung von Praxis und Theorie Problemstellungen flr einen er-
folgreichen Basketballwurf erarbeiten, diese mithilfe mathematischer Uberlegungen 16sen und auf ihr praktischen Nutzen
untersuchen, erkennen sie die Bedeutung der Mathematik fir zielgenaue Wurfbewegungen im Basketball. Insgesamt
erweitern sie so ihre Kompetenzen im mathematischen Modellieren (vgl. Abb. 1).

Vereinfachen,
Reale ’ Strukturieren ‘ Reales
Situation > Modell
Anwenden,
Interpretieren, Mathematisieren
Validieren
Mathematische . < . Mathematisches
Resultate mathematische Modell
Uberlegungen

Abb. 1: Modellierungskreislauf*

Einstieg in das Projekt und Motivation

Als Einstieg in das Projekt konnte der Nowitzki-Film (,,Der perfekte Wurf)?> dazu beitragen, sich intensiver auf das
Basketballspiel und speziell das Werfen einzulassen. ErfahrungsgeméR besitzen die Schilerinnen und Schiler im An-
schluss eine hohe Motivation, sich mit dem Werfen auseinanderzusetzen. In der Sporthalle hat sich im Anschluss an den
Film ein Stationsbetrieb® zum Basketballwurf als besonders geeignet herausgestellt, da die entsprechenden Wurfaufgaben
zum Reflektieren tber eine optimale Flugbahn anregen und fiir die Durchfiihrung auf Lehrerseite keine speziellen Vor-
kenntnisse notwendig sind. Eine mdgliche Station zur Einfuhrung des Positionswurfes im Basketball lautet ,,Brettkante
treffen® (vgl. Tab. 1) und verweist auf das Problem der seitlichen Winkelabweichung (Problemstellung 3).

Organisation | Eine werfende Person steht mit Ball seitlich etwa 2 — 3 m vom Korb entfernt.

Wirf den Ball so gegen die Brettkante, dass der Ball anschlieBend genau zu dir
Anweisung | zuriickprallt. Hinweis: Bei groferer Entfernung darf der Ball vor dem Fangen
vorher auch einmal auf dem Boden aufsetzen.

Zielsetzung | Werfen ohne seitliche Winkelabweichung (Wurfgenauigkeit)

Tab.1: , Brettkante treffen*: Wurfstation zur der methodischen Einfithrung des Positionswurfes im Basketball

Alternativ konnte noch offener vorgegangen werden, indem je zwei Jugendliche einen Ball erhalten und der Nichtwer-
fende den werfenden beim Werfen beobachtet. In beiden Féllen sollen die Schilerinnen und Schuler herauszufinden,
warum einzelne Versuche gelingen und andere nicht. Wem die oben beschriebene VVorgehensweise zu aufwendig er-
scheint, kénnte auch auf den praktischen Teil verzichten. Die Problemstellungen wiirden von den Jugendlichen dann

L Henn, H.-W. (2002). Mathematik und der Rest der Welt. mathematiklehren 113, 4-7.

2 Vergleiche zum Beispiel: www.derperfektewurf.de/

3 Stationskarten zur methodischen Einfithrung des Wurfes konnen als Video oder in PDF-Format unter www.maspole.de
heruntergeladen werden.



http://www.derperfektewurf.de/
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mithilfe eines Infoblocks und geeigneter Abbildungen erarbeitet. Die Schilerinnen und Schiler werden dabei allerdings
in der Regel weniger engagiert sein. In allen Féllen sollte eine selbstandige Formulierung der Fragestellungen durch die
Schulerinnen und Schiiler angestrebt werden.

Strukturieren und Reduzieren

Ziel der Auseinandersetzung mit der realen Situation des Basketballwurfes ist es, Problemstellungen finden und formu-
lieren zu lassen, die im Hinblick auf Korbwirfe praktisch bedeutsam sind. AuBerdem sollen hier nach Anfertigung ge-
eigneter Zeichnungen die flr die Bearbeitung relevanten Daten benannt werden. Die Beschaffung des Datenmaterials
kann selbststandig oder mithilfe eines Infoblocks erfolgen.

Mathematisieren und Berechnen

Nachdem die Problemstellung formuliert und mit geeigneten Skizzen untermauert worden sind, mussen sie in mathema-
tische Sprache umgesetzt werden. Zur Vorbereitung bearbeiten die Schiilerinnen und Schiiler ein Arbeitsblatt, das die
Funktionsgleichung des schiefen Wurfes herleitet und darauf aufbauend Grundaufgaben rund um Fragestellungen zum
Basketballwurf anbietet (vgl. Anlage). So wird sichergestellt, dass bei allen Schillerinnen und Schlern bereits vorhande-
nes Wissen aktiviert wird. AnschlieRend erfolgt ein gruppenweises Erarbeiten von méglichen Problemstellungen:

Problemstellung 1: Geringste Abfluggeschwindigkeit
Problemstellung 2: Flachste erfolgreiche Flugbahn
Problemstellung 3: Seitliche Winkelabweichung
Problemstellung 4: Streuungswinkel erfolgreicher Flugbahnen

Interpretieren, Validieren, Prasentieren und Anwenden in der Praxis

Die Prasentationen erfolgen gruppenweise oder als Gruppenpuzzle mit Museumsrundgang. AnschlieBend werden mathe-
matische Resultate der einzelnen Problemstellungen gebiindelt und im Hinblick auf eine mogliche ,,optimale Flugbahn
diskutiert. Im Rahmen einer Projektwoche eignen sich fiir den Présentationstag reizvolle Mitmachwurfstationen, um die
Ergebnisse den Besuchern auch praktisch erfahrbar zu machen. Die folgende Wurfstation nutzt die mathematischen Er-
gebnisse zum ,,optimalen® Basketballwurf.

Vs

I
—

Xg >

A

A

Xw

Links: Eine methodisch-didaktische Hilfe zum Ansteuern einer optimalen Flugbahn des Wurfes im Basketball (xs und ys
sind die Koordinaten des Scheitelpunktes und xw ist die hypothetische Wurfweite, wenn die Korbanlage fehlen wiirde).
Rechts: Eine mdgliche Umsetzung in der Sporthalle.



2 Projektanregungen zur optimalen Flugbahn des Basketballwurfes

Herleitung der Funktionsgleichung zum schiefen Wurf

Der schiefe Wurf ist eine Kombination zweier unabhangiger

Bewegungen. Die Bewegung in X-Richtung lauft unabhén- y a: Abflugwinkel

gig von derjenigen in y-Richtung. Daher betrachten wir h: Abflughdhe

beide zunachst einzeln. vo: Abfluggeschwindigkeit
In x-Richtung folgt der Kdrper einfachen Tragheitsgeset . Vox: Horizontalkomponente
zen. Es wirken keine Krafte in dieser Richtung, die Ge- ik Vo_y' Vertikalkomponente
schwindigkeit dndert sich als nicht. Er behalt also seine An- W: Wurtweite
fangsgeschwindigkeit v, bei, ungestért vom Auf- und Ab-

steigen in y-Richtung (gleichférmige Bewegung). \

In y-Richtung bewegt sich der Kérper unter dem Einfluss h \

der Schwerkraft. Die resultierenden Auf- und Abwaértsbe- \

wegung ist nichts anderes als der freie Fall, die gleichméaRig \

beschleunigte Bewegung mit der Beschleunigung —g. w &

Die zweidimensionale Bewegung beim schiefen Wurf setzt sich demnach aus zwei eindimensionalen Bewegungen
auseinander: gleichférmige Bewegung in x-Richtung und gleichmé&Rig beschleunigte Bewegung in y-Richtung. Fir das
Weg-Zeit-Gesetz ergibt sich daher nach Gesetzen der Physik (x: x-Wert der Bahnkurve, y: y-Wert der Bahnkurve, t:
bendtigte Zeit):

X=Voxt (1)
y=h+vy t—1-g-t? ()

a) Begrinde, warum folgende Gleichungen gelten:

Vox = Vo * €0s () 3)
Voy = Vg sin () (@)

b) Wir suchen eine Gleichung fir die Flugbahn des schiefen Wurfes (eine sogenannte Ortskurve), die nicht mehr vom
Parameter t abhangt. Verfahre dafir in folgenden Schritten:

e Eliminiere den Parameter t, indem Du Gleichung (1) nach t auflést und in (2) einsetzt.
e  Ersetze anschliellend die Horizontalkomponente v, und die Vertikalkomponente v, mithilfe der Gleichungen

i = x— 8 .42 i
(3) und (4) und zeige, dassy = tan(«) - x 2vetcos@ X + h gilt.

Ldsungen:
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Vorbereitende Ubungen zum Basketballwurf

Eine Wurfparabel beim Basketballwurf ist gegeben durch die folgende Gleichung des schiefen Wurfes:

= x—— 8 .42 i
y(x) = tan(a) - x 2vetcost@) X + h (vgl. Abbildung).
S(XS/yS)

‘ ‘ Xg . ¥s

=
N

-

A4

I

: Xw

Die Flugbahn des Balles und ihre Einflusskomponenten: Xs: x-Koordinate des Scheitelpunktes; ys: y-Koordinate des
Scheitelpunktes; xw: hypothetische Wurfweite; h: Abwurfhoéhe; L: Entfernung vom Korb; a: Abflugwinkel; vo: Abflug-
geschwindigkeit, Eintauchwinkel .

a) Bestimme die Funktionsgleichungen y(x) der Flugbahn, falls g = 9,81 ms?, vo =7 ms?, a=45°und h=2,6 m
[Vvo=6ms?®, a=40°,h=26m/vo=8ms?, a=50°h=26m]

b) Ein Werfer hat beim Wurf (Entfernung L =5 m) eine Abwurfh6he h von 2,60 m. Der Ringmittelpunkt liegt in einer
Hohe von 10 FuB (= 3,05 m). Die Flugbahn des Balles verlauft exakt durch den Ringmittelpunkt (dabei wird die
Bahn durch den Ballmittelpunkt beschrieben). Der Abwurfwinkel o betrdgt 45°. Der Durchmesser des Rings betragt
45 cm, der des Balls 24 cm.

(1) Bestimme die Gleichung der Parabelbahn. [Zur Kontrolle: f(x) = —0,182 - x? + x + 2,6]

(2) Ermittle die Abfluggeschwindigkeit vo des Wurfes.

(3) Berechne f(4,775) und deute seinen Wert im Sachkontext.

(4) Bestimme die hypothetische Wurfweite xw, die Koordinaten des Scheitelpunktes S und den Eintauchwinkel €.
(5) Untersuche, ob der Ball tatséchlich ohne Ringberiihrung in den Korb fallt.

Losungen:

SE'6E ~ (S - ¥9€°0 — T) ueldIe|
= |((s) ) ueroae| = 3 af [eyUIMYONEIUIG WP AN L6E ~ SK NWEP PuUn /T ~ SX UBW Y O = SXpOE'0 —
T = (X)_1 WA “(1x31u0d] w1 Buninapag auyo) £6'T- = X JOPO 7L ~ X udSunsoT a1p 16y = (X)J () "9jueSury uoIopIoA I9p
13gn wo 8T "ed YolIs 18pulyaq Mundianiwiieg 19Q ‘W €2'€ ~ 9°C + SLLY + ;SLLY - 281°0— = (SLLD)] (€) [;_sw] ¥E'L

Z810 _ (6S%)£500-70n-2

‘ 0
~ 2 = e D= e gl =5 o 7810- =~ b $3 () Z8T0- =¥ & 9T+S+ S

186

' = G0'c 1B 081| [aqesed Jap yne (S0'E/S) Plund J8p B 9C + X + X B =97+ X (,Sh)uer+ x-e = (X)) (1) (q
9T + ;XS8T'0 — XZ6T'T =~ (X)A 9T + ,XZET'0 — X6£8°0 = (X)L 19T+ ,X002°0 — X =~ (X4 (e



Problemstellung 1: Geringste Abfluggeschwindigkeit*

Bei einem erfolgreichen Freiwurf geht der Mittelpunkt des Balles idealerweise durch den Mittelpunkt des Ringes. Offen-
sichtlich gibt es nun unendlich viele parabelférmige Flugbahnen, die durch den Mittelpunkt des Korbringes verlaufen.

Bei welcher dieser Flugbahnen wurde der Ball mit geringster Abfluggeschwindigkeit abgeworfen? Féllt diese Flug-
bahn auch tatséchlich in den Korb oder prallt sie gegen die vordere Ringkante?

0 05 1 15 2 25 3 35 4145

4 Der Bearbeitung dieser Aufgabe bedarf ein wenig Geduld beim Umformen von Termen und Gleichungen und verlangt
ein ordentliches Niveau im Umgang mit einer Tabellenkalkulation.



Hilfestellungen:

1)

)
)

(4)

Berechnet wie in der Einstiegsaufgabe b) fiir verschiedene Abflugwinkel o im Bereich von 40° bis 60° die Para-
belgleichung und die Abfluggeschwindigkeit. Wie verdndert sich die Abfluggeschwindigkeit vo? Welche Aussagen
konnt ihr daraus ableiten?

Leitet eine allgemeine Gleichung fiir die Abfluggeschwindigkeit vo in Abhéngigkeit vom Abflugwinkel o her.

Veranschaulicht tabellarisch und grafisch mit einer Tabellenkalkulation, wie sich die Abfluggeschwindigkeit vo in
Abhingigkeit vom Abflugwinkel o verhalt.

Uberpriift Eure Ergebnisse im Hinblick auf die beiden Ausgangsfragen, indem ihr auch die nachfolgende Abbildung
miteinbezieht.

T &.0‘3:
0.251
0.2

0.153 Yinin

01l 4 dg=0.24

0.05

in e .
. min
0%

0005 04 015 02 025 03 035 04 045.05
w dg =0.45 -




Losungsvorschlag:

An dieser Stelle wird die allgemeine Losungsformel fiir vo hergeleitet. Dafiir nutzen wir zunachst die Tatsache aus, dass
die Flugbahn durch den Ringmittelpunkt verlauft:

8

— 2 .12+ h=3,05
2 vy? - cos(a) + ’

y(L) = 3,05 < tan(a) - L —

Diese Gleichung muss nun nach vo aufgeldst werden:

g gL’
—— — -1?+h=305h+t ‘L-305=———F"—7F7—
2 -vy? - cos?(x) + + tan(«) 2 -vy? - cos?(x)

gL
h+t -L—3,05)-2-v,%- 2 =g-12 2=
< (h+ tan(«) ) vo© - cos(@) = g < Vo 2 - cos2(x) - (h + tan(a) - L — 3,05)

tan(a) - L —

- _ g L2
Vo= 2-cos?(x) - (h + tan(a) - L — 3,05)

3,05-h

: ) Es gibt also nicht zu jedem Abwurfwinkel o ein

Dabei muss (h + tan(a) - L — 3,05) > O sein, d. h. o > arctan(
Vo, SO dass der Ball durch den Ringmittelpunkt verlauft.

Nun wird das globale Minimum von v, () sowie der dazugehdrige Abflugwinkel gesucht. Dafiir nutzen wir die Tabel-
lenkalkulation, die z. B. fir h = 2,6 m und Freiwurfentfernung L = 4,225 m zu folgendem Ergebnis kommt:

Wurfentfernung L |4,225 Abflughdhe h 2,6 Abflugwinkel oo Abfluggeschwindigkeit v,
40 6,943016206

Abfluggeschwindigkeitv 4l 6,906435485

in Abhangigkeit vom Abflugwinkel ot 42 6,875081089

. 43 6,848788304

’ 44 6,827421548

7,15 45 6,810872322
46 6,799057614

~ & 47 6,791918706
2705 a8 6,789420335
%D , 49 6,7915502
E 50 6,798318786
2 6,95 51 6,809759514
8 52 6,825929211
5 ° 53 6,846908916
6,85 54 6,872805046
55 6,903750963

68 56 6,939908966
6,75 57 6,981472798
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 58 7,028670723
Abflugwinkel 59 7,081769286

60 7,141077884

Fiir einen Abflugwinkel von ca. 48 Grad wird die Abfluggeschwindigkeit mit ca. 6,80 ms™! minimal. Allerdings ist nicht
klar, ob der Ball nicht vielleicht gegen den vorderen Ring prallt. Dazu betrachten wir auf der Basis der obigen Tabelle
mogliche Flugbahnen, die bei h = 2,6 m und L = 4,225 m durch den Ringmittelpunkt verlaufen:



Flugbahnen durch den Ringmittelpunkt mit h =2,6 m

45 o = 48° und Vg, minimal = 6,8 ms-!

3,5

2,5

Hohe iiberdem Boden

1,5

0,5

Entfernung vom Abflugpunkt

0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 15 1,75 2 2,25 2,5 2,75 3 3,25 3,5 3,75 4 4,25 4,5 4,75

Durch VergroBlern des Ringbereiches erkennen wir, dass ein mit zu flachem Abflugwinkel geworfener Ball gegen den
Ring prallt. Die Flugbahn mit o, = 48° und vo= 6,8 ms™* wird es wohl knapp in den Korb schaffen. lhre Gleichung lautet:
y(x) = 1,1106 - x — 0,2377 - x% + 2,6. Wegen y(4) = 3,24 befindet sich der Mittelpunkt des Balles knapp 19 cm (iber
der vorderen Ringkante. Dass dies ausreicht, kann mithilfe der nachfolgenden Abbildung veranschaulicht werden.

o3

0154 Ynin

0.1 \_‘dB = 0,24|

\“‘ L 0.05 “,\\ / L
“.“ = A T\\
N / Emin
b .

0005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Denn es gilt:
) dg . dg . /0,24 .
sin(epip) = d_k = €ip = arcsin (d_k) = arcsin (m) ~ 32,23
d ;]

2 oy o2 012
Ymin Ymin cos(emin)  co0s(32,23°)

= cos(Emin) = =~ 0,14.
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Problemstellung 2: Flachste erfolgreiche Flugbahn?®

Bei einem erfolgreichen Freiwurf geht der Mittelpunkt des Balles idealerweise durch den Mittelpunkt des Ringes. Offen-
sichtlich gibt es nun unendlich viele parabelférmige Flugbahnen, die durch den Mittelpunkt des Korbringes verlaufen.

Welche dieser Flugbahnen ist die ,,flachste* Flugbahn, die gerade eben noch ohne Ringberihrung in den Korb
fallt? Mit welcher Abfluggeschwindigkeit vo und welchem Abflugwinkel o wurde der Ball abgeworfen, der durch
diese Flugbahn beschrieben wird?

0 05 1 15 2 25 3 35 4145

5> Beim Herleiten der Gleichung fiir die Parabelschar bedarf es in der E-Phase einer Unterstiitzung durch die Lehrerin oder
den Lehrer. Notfalls kann die Gleichung vorgegeben werden, und deren Richtigkeit gezeigt werden (Hilfestellung (1)).
Diese Problemstellung richtet sich an Schiilerinnen und Schiiler, die ihre Fertigkeiten im Bereich einfacher Steckbrief-
aufgaben trainieren sollen und erméglichen einen ersten Zugang zum Begriff der Funktionsschar.
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Hilfestellungen:

(1) Zeigt, dass f,(x) = a-x* + (% — 4,225 - a) X + 2,6 mit a < 0 die Funktionsgleichungen aller Parabeln darstellt,

die durch den Abflugpunkt in 2,6 m Hohe und den Ringmittelpunkt verlaufen. Zeichnet mit Eurem GTR Parabeln
fiir verschiedene Werte fiir a.

[Weiterfiihrende Aufgabe: Wie groB3 ist der Mindestabflugwinkel der flachsten Parabel, die natiirlich nicht Flugbahn
eines erfolgreichen Korbwurfes sein kann, weil der Ball gegen den Ring prallen wiirde?]

(2) Um die Parabel der Parabelschar herauszufinden, die gerade noch in den Korb fillt, benttigt man einen dritten Punkt
der Parabel. Ermittelt mithilfe der folgenden Zeichnung néherungsweise diesen dritten Punkt.

0153 Yimin

0.11 _\\dB =0.24

n e .
- min
0

07005 01 015 02 025 03 035 04 045. 05
‘ dg = 0.45~_

(3) Bestimmt nun mithilfe des dritten Punktes den Parameter a und die dazugehdorige Funktionsgleichung f, (x) der ge-
rade noch erfolgreichen Flugbahn. Markiert in der erstellten Funktionenschar die gesuchte Parabel.

(4) Berechnet Abflugwinkel o und Abfluggeschwindigkeit vo der gerade noch erfolgreichen Flugbahn und stellt alle
Ergebnisse iibersichtlich dar.

(5) Interpretiert und iiberpriift Eure Ergebnisse im Hinblick auf die Ausgangsfragen.
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Losungsvorschlag:

1)

()

©)

(4)

An dieser Stelle wird die Funktionsgleichung f,(x) = a - x? + (% — 4,225 - a) - X + 2,6 mit a <0 hergeleitet. Durch

den Ansatz f,,(x) =a-x*+b-x+2,6 mit a < 0 (Parabeln sind nach unten gedffnet) und mit der Bedin-
gung f,,(4,225) = 3,05 erhélt man 4,225% - a + 4,225 - b + 2,6 = 3,05. Aufgeldst nach b ergibt sichb = % -
4,225-a. Man hitte auch die Bedingung f,;(4,225) = 3,05 iiberpriifen kénnen: f,(4,225) =a- 42252 +

(E — 4225 - a) - 4,25 + 2,6 = 3,05.
169

1
16
Abflugwinkel o groBer als tan™? (%) ~ 6,08° sein. Fiir den Eintauchwinkel €,;, des ,,flachsten* Flugbahn gilt

Insbesondere gilt f,"(0) = —89 —4,225-a = b = tan(a). Da a negativ ist, gilt offenbar b > % . Daher muss der

unter der Vereinfachung, dass die Flugbahn im Ringbereich als Gerade dargestellt wird: sin(ey;,) = Z—B = €min =
k

dp dp
- d . 0,24 - > 0,12
sin™? (£2) = sin™! (222) ~ 32,23° = cos(emin) = —2— = Ymin = —2— ~ ~ 0,14.
dg 0,45 Ymin cos(emin)  cos(32,23°)

Der Ballmittelpunkt der gerade noch erfolgreichen Flugbahn befindet sich ca. 14 cm iiber der vorderen Ringkante.
Daher liegt der Punkt (4/3,19) auf der Parabel. Es gilt: f,(4) = 3,19 © a- 4% + (11—689 — 4,225~ a) 4426

=319 © 16a — > —16,9a+ 2,6 = 3,19 © —09a = 22+ & a = — 27X ~ —0,1822. Man erhilt die Funkti-
169 16900 15210
2771

X% [ﬁ 4225 - (— ﬂ)] ‘X+2,6~—0,1822-x2 + 0,8762 - x + 2,6.
15210 169 15210

onsgleichung: f 2771 (x) = —
15210

Damit gilt fiir den Abflugwinkel a = arctan(0,8762) = 41,23°. Fiir die Abfluggeschwindigkeit vy folgt mit der

der allgemeine Losungsformel zu Problemstellung 1 v, = \[ 98142257 ~ 6,90 [ms™1].

2-c0s2(41,23°)-(2,6+tan(41,23°)-4,225-3,05)
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Problemstellung 3: Seitliche Winkelabweichung®

Wie weit darf der Ball einer erfolgreichen Flugbahn durch den Mittelpunkt des Korbringes zur Seite abweichen,
damit er immer noch ohne Ringberiihrung in den Korb fallt?

Untersucht, wie grof3 die seitliche Winkelabweichung ® von der Ideallinie oder Normwurfrichtung (Verbindungslinie
vom Mittelpunkt M des Balles durch den Mittelpunkt N des Korbringes) beim Korbwurf sein darf, so dass noch ein
Korberfolg (bei passendem Einfallswinkel) garantiert ist. Dabei werde die seitliche Winkelabweichung  in der Ebene
gemessen, in der die Punkte M und N liegen und die senkrecht zur Zeichenebene der Abb. oben liegt (vgl. dazu auch den
Infoblock sowie die untere Abbildung).

»

» Normwurfrichtung

MN — 2 _ 2
MN = /12 + (3,05 — h) » Normwurfrichtung

6 Diese Aufgabe kann mit Mittel der Sekundarstufe | gelost werden und kann auch isoliert als Anwendungsaufgabe ge-
[6st werden.
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Losungsvorschlag:

Fiir die Entfernung vom Abwurfpunkt M zum Ringmittelpunkt N ergibt sich nach dem Satz des Pythagoras:

MN = /12 + h2

Im rechtwinkligen Dreieck MNR (R ist der Ringmittelpunkt) gilt fiir den Fall, dass der Ball (bei passendem Einfallswin-
kel) gerade noch in den Korb fillt:

tan(u)) = 'k I S W= tan_l (M) = tan_l (H)
MN MN VI? + h?

Fiir L = 4,225 (Freiwurfentfernung), eine Abflugh6he h = 2,6, einen 7er-Ball mit rg = 0,124 m sowie rx = 0,225 m gilt:

g —TIp

N

Im Falle, dass der Ball gerade auf den Ring prallt, betrdgt die maximale Abweichung:

W= tan‘l( ) ~ 1,36°

r
w = tan~?! (:K) ~ 3,03°
MN

Ferner gilt ab einem Abweichungswinkel von 4,70°, dass der Ball den Ring nicht beriihrt (,,Airball*), denn:

' +1
w = tan~?! (g) =~ 4,70°
MN

In der folgenden Tabelle wird die maximale Winkelabweichung @ in Abhangigkeit von der Wurfentfernung L und der
Abflughdhe h dargestellt:

Abflughdhe h Wurfentfernung L Maximale Winkelabweichung ®
2,65 4,225 (Freiwurf) 1,36°
2,45 4,225 (Freiwurf) 1,36°
2,65 5 1,15°
2,65 6 0,96°
2,65 7 (hinter der 3-Punkte-Linie) 0,82°
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Problemstellung 4: Streuungswinkel erfolgreicher Flugbahnen

Wie weit sollten erfolgreiche Flugbahnen iiber der vorderen Kante des Korbrings verlaufen, damit ihr Streuungs-
winkel am grofiten ist?

Der Spielraum des Balles zur vorderen und hinteren Ringkante entscheidet wesentlich iiber einen Treffer oder Nichttreffer.
Wir betrachten im Folgenden nur Flugbahnen, die ohne seitliche Winkelabweichung geworfen werden, ohne Ringberiih-
rung und einem Spielraum von mindestens 2 cm zur vorderen und hinteren Ringkante in den Korb fallen. Dabei schlieen
die beiden gerade noch erfolgreichen und durch (0/yr) verlaufenden Flugbahnen eine Winkel B ein, den sogenannten
Streuungswinkel erfolgreicher Flugbahnen. Die Situation wird in folgender Abbildung skizziert:

y-Ringachse

> x-Ringachse

a) Begriindet, warum eine vereinfachte Betrachtung einer Flugbahn im Ringbereich als Gerade zuléssig ist.

b) Konstruiert unter Angabe einer Konstruktionsbeschreibung alle erfolgreichen Flugbahnen, welche die y-Ringachse
bei (0/yr) schneiden und ohne Ringberiihrung und einem Mindestspielraum von 2 cm zur vorderen bzw. hinteren
Ringkante in den Korb fallen.”

C) Bestimmt grafisch und rechnerisch die Schnittstelle yr, die zu einem maximalen Streuungswinkel B erfolgreicher
und durch (0/yf) verlaufender Flugbahnen fiihrt.

7 Zur Hilfe kénnen zwei Animationen von GeoGebra angesehen werden.
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Losungsvorschlag:

a)

b)

c)

Im Ringbereich kann aufgrund des kleinen Ausschnitts der Graf einer quadratische Funktion durch eine Gerade
angendhert werden. Die Punkte der Sehne vom ersten Parabelpunkt (0/yr) zum zweiten Parabelpunkt (xg/0)
besitzen nur geringe Abweichnungen zum tatsachlichen Parabelgrafen.

Es sind zwei Konstruktionen denkbar. Bei der ersten Konstruktion wird je eine Tangente vom Punkt (0/yg) an zwei
Kreise mit dem Radius von 0,14 m (Ballradius + 0,02 m) und dem Mittelpunkt (0/0) bzw. (0,45/0) gezeichnet.
Diese beiden Tangenten sind die gerade noch erfolgreichen Flugbahnen, die ohne Ringtreffer und einem
Mindestspielraum von 2 cm zur vorderen bzw. hinteren Ringkante in den Korb fallen (Abb. 1-4).

Bei einer zweiten Konstruktion zeichnet man zunéchst einen Kreis mit dem Radius von 0,14 m (Ballradius + 0,02
m) und dem Mittelpunkt (0/yr). Nun werden zwei Tangenten von den Punkten (0/0) und (0,45/0) an disen Kreis
gezeichnet. Durch Parallelverschiebung vom 0,14 zum Ringmittelpunkt hin erhélt man die beiden gerade noch
erfolgreichen Flugbahnen die ohne Ringtreffer und einem Mindestspielraum von 2 cm zur vorderen bzw. hinteren
Ringkante in den Korb fallen (Abb. 5).

Durch Verandern der Stelle yr (z. B. mit GeoGebra) erkennt man, dass der Streuungswinkel flr ye = 0,38 m mit
14,45° am groften wird (Abb. 3 und 5). Denn fur ye = 0,18 m ist der Streuungswinkel Null, da es nur eine erfolg-

reiche Flugbahn gibt (Abb. 1). Bis zu einem Wert von ye = 0,38 m nimmt der Streuungswinkel zu, um anschlie-
Rend wieder kleiner zu werden (Abb. 2 und 4).

1\ (0]048) \ 0103)

= 0.35135° Ve
=13.48936°
2 B8
0.14 B (0.45 | 0)
0
0.14 0.14
(0.45 | 0)

NIPANG

ﬁ (010.5)

B =13.71467°

(010.38)
B = 14.45177°

(0.45]0)

4
0.14

0.14

(0.45 | 0)

0.14

(0.45] 0)




Ein rechnerischer Nachweis erfolgt mithilfe folgender Abbildung und einer Tabellenkalkulation:

In folgender Abbildung kénnen die bunten Winkel o, y und & in Abhédngigkeit von yr und der Konstruktionsvorgaben
berechnet werden. Fiir den Winkel B gilt dann offenbar =06 — o —v.

- (0,14)
a = sin

Vr

, _1< 0,14 )
y=sin"! ———
JYr? + 0,452
0,45

§=tan? (—)

Yr

0,45 0,14 0,14
B = 8—q—y=tan_1< >—sin‘1( >—sin‘1 _—
YF YE \JVg? + 0,452

Mithilfe des GTR oder einer Tabellenkalkulation erhélt man:

17

YF Streuungswinkel 8
18 0,35°

19 2,99°

20 5,09°

37 14,43°

38 14,451...°

39 14,450...°

50 13,71°




3 Infoblock®

Wir wollen Korbwiirfe beim Basketball untersuchen und herausfinden,
unter welchen Bedingungen ein solcher Wurf erfolgreich ist.

Dazu legen wir zunichst einige Bezeichnungen fest: Die horizontale Ent-
fernung des Mittelpunktes des Balles, wenn er die Hand des Werfers ver- |
lisst, zum Korbmittelpunkt nennen wir L, die zugehorige vertikale Ent- |

fernung ist & (Abb. 1).
In Abbildung 1 ist die Bahnkurve des Balles tibrigens qualitativ richtig
i gezeichnet: Bei Berticksichtigung des Luftwiderstands ist die Bahnkurve
| nicht Stiick einer Parabel — vielmehr verlduft der absteigende Flug-
bahnast steiler als der ansteigende. Fiir unsere Uberlegungen ist es je-
doch nicht relevant, ob wir den Luftwiderstand beriicksichtigen oder
nicht.
|
|
{
g L .
i
Abb. 1
T /
5,150 m
0,15m
Freiwurf- 0,45 m
linie ‘l_h\‘
2,75 m
Endlinie
Traent 0,05 m
Freiwurf-
raum
— «—1,20 m—>!
Abb, 2 Abb. 3
Daten geméh den offiziellen Basketballregeln
| ™ Der innere Durchmesser des Korbrings betrdgt 45 cm, maximal
3 45,7 em (kleine Unterschiede je nach Hersteller).
| @ Der Umfang des Balls darf nicht weniger als 75 cm und nicht mehr als
i 78 cm betragen.
| Die Hohe des Korbrings iiber dem Hallenboden ist in Abbildung 3 dar-
‘ gestellt.
# Der horizontale Abstand von der Freiwurflinie bis zum Mittelpunkt
des Korbrings ergibt sich aus den Daten der Abbildungen 2 und 3.

8 Materialien aus: Bardy, P., Bardy T. (1999). Basketball und Trigonometrie. mathematiklehren 95, 21, 47-49.



